GÓP/-Falladæmi B - frá N. Piskunov.


Falladæmi B  
Reikna útpunkta (=hápunkta og lágpunkta), aðfellur og kanna föll. Lausnir fylgja - nema gröf.  

Hér eru spennandi og skemmtileg dæmi. Mörg þeirra eru þannig að ekki er gert ráð fyrir að unnt sé að leysa þau í áfanganum STÆ-3003 þrátt fyrir þær dálitlu leiðbeiningar sem fylgja. Föllin sem á að kanna og teikna geturðu látið graf-forrit vinna fyrir þig ef handavinnan stendur í þér. 

Reiknaðu útpunkta (max-punkta og min-punkta) fallanna:
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Reiknaðu útgildi eftirgreindra falla á hinu tiltekna formengi
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36. Blikkferningur hefur hliðarlengdina a. Klippa skal jafnstóran ferning úr hverju horni og brjóta upp hliðar til að mynda kassa. Hversu langir eiga kantar þessara litlu ferninga að vera til þess að rúmmál ílátsins (kassans) verði svo stórt sem unnt er? Svar: 
[image: image36.wmf].
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37. Sýndu að af öllum þeim rétthyrningum sem unnt er að innrita í hring hefur ferningurinn stærsta flatarmálið. Sýndu einnig að ferningurinn hefur líka lengsta ummálið. 

38. Sýndu að af öllum þeim jafnarma þríhyrningum sem innrita má í hring hefur jafnhliða þríhyrningurinn lengsta ummálið. 

39. Reiknaðu lengdir skammhliða flatarmáls-stærsta rétthyrnda þríhyrningsins sem hefur langhliðina h. Svar: hliðarlengdin er 
[image: image37.wmf].
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40. Reiknaðu hæð þess rétta (endaflötur hornréttur á hliðarnar) sívalnings sem innritaður er í kúlu með radíus R og hefur mesta rúmmál. 
Svar: hliðarlengdin er 
[image: image38.wmf].
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41. Reiknaðu hæð þess rétta sívalnings sem innritaður er í kúlu með radíus R og hefur mesta yfirborðs-flatarmál. Svar: hæðin er 
[image: image39.wmf].
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42. Reiknaðu hæð þeirrar réttu keilu sem umrituð er um kúlu með radíus R og hefur minnsta rúmmál. Svar: 
[image: image40.wmf].
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 Rúmmál keilunnar er tvöfalt rúmmál kúlunnar.
43. Geymir hefur ferningslaga botn (og á að taka 32 lítra af vökva). Að innan þarf að þekja hann með blýi. Hvernig þarf hann að vera í laginu (hliðarlengd og hæð) til að komast megi af með sem minnst blý? Svar: (32-lítra geymir þarf að hafa hliðarhæðina 0,2 metra og hliðarlengdina 0,4 metra.) Almennt: hæðin þarf að vera helmingur hliðarlengdarinnar.

44. Niðurfall er 10 sm djúpt og botninn er 10 sm breiður. Hliðarnar mynda alls staðar sama horn við botninn. Hversu breitt á niðurfallið að vera í toppinn til að rúma sem mest? Svar: 20 sm.

45. Reiknaðu hlutfallið milli hæðarinnar h og radíuss opsins r í keilulaga glasi sem hefur minnsta yfirborð. Svar: 
[image: image41.wmf].
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46. Úr tilteknu efni skal smíða sívalning, opin að ofan. Hvernig á hann að vera svo að sem minnst efni þurfi í hann? Svar: Ef R er innri radíus grunnflatarins og v er innra rúmmál sívalningsins er 
[image: image42.wmf].
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47. Úr efnisplötum skal smíða ílát þannig að það er sívalningur sem í báða enda er lokaður með hálfkúlum. Rúmtak þess skal vera v og ytra yfirborð þess vera eins lítið og unnt er.  Svar: ílátið þarf að vera kúlulaga með innri radíus 
[image: image43.wmf]3

.
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48. Hannaðu jafnhliða trapisu (tvær mótlægar hliðar samsíða og tvær mótlægar hliðar jafnlangar) sem hafa skal flatarmálið S og minnsta mögulega ummál þegar hornið við grunnflötinn er A. Svar: lengd jafn-löngu hliðanna þarf að vera 
[image: image44.wmf].
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49. Reiknaðu hæð rúm-stærsta reglulegs, þrístrends pýramída (allir kantar jafnlangir) sem rita má inn í hring með radíus R. Svar: hæð pýramídans er 
[image: image45.wmf].
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50. Um hálfkúlu með radíus R þarf að umrita keilu með minnsta mögulegt rúmmál. Grunnflötur keilunnar er sá sami og grunnflötur hálfkúlunnar. Reiknaðu hæð keilunnar. Svar: 
[image: image46.wmf].

3

R

h

=


51. Radíus grunnflatar sívalnings er r. Utan um hann skal smíða keilu með sem minnstu rúmmáli. Miðja grunnflatar sívalningsins er í miðju grunnflatar keilunnar. Reiknaðu radíus grunnflatar keilunnar. Svar: 
[image: image47.wmf].
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52. Úr hringlaga plötu skal frá miðpunkti skera hluta (geira) sem úr skal smíða keilulaga ílát með sem mestu rúmmáli. Reiknaðu stærð hornsins í miðpunktinum.  Svar: horn geirans er 
[image: image48.wmf].
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53. Í teningi með kantlengdina a er innritaður réttur sívalningur þannig miðpunktar grunnflata endaflatanna eru á hornalínu milli gagnstæðra horna og hliðarflötur sívalningsins (kápan) snertir hliðar teningsins. Reiknaðu hæð og radíus grunnflatar þess sívalnings sem hefur stærsta rúmmálið. 
Svar: hæðin er 
[image: image49.wmf]3

3

a

  og radís grunnflatarins er 
[image: image50.wmf].
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54. Í fyrsta fjórðungi hnitakerfisins er punkturinn 
[image: image51.wmf](
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. Reiknaðu jöfnu þeirrar línu um þennan punkt sem með pósitífu ásum hnitakerfisins myndar þríhyrning með minnsta mögulega flatarmál. Svar: línan sker af ásunum búta sem eru á lengd 
[image: image52.wmf]0
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 af x-ási og 
[image: image53.wmf]0
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 af y-ási. Jafna línunnar verður 
[image: image54.wmf].
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55. Punkturinn Q er á ási parabólunnar 
[image: image55.wmf]px
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 í fjarlægðinni a frá topppunktinum. Reiknaðu x-hnit þess punkts á parabólunni sem er næstur Q. Svar: x = a - p. 

56. Smíða skal þaksperru úr trjábol sem er 16 sm í þvermál. Gert er ráð fyrir að styrkleikur sperrunnar sé í réttu hlutfalli við breiddina og einnig við þykktina í þriðja veldi. Hversu breiða skal hafa sperruna svo að hún hafi sem mestan styrk? Svar: 8 sm.

57. Fallbyssubátur liggur við akkeri 9 km frá landi (þar sem fjaran teygir sig eins og bein lína til beggja átta - út fyrir mörk þessa dæmis). Staðsetja þarf sendiboða í búðum á ströndinni, 15 km frá þeim stað þar sem styst er til bátsins. Hversu langt frá þeim stað á sendiboðinn að róa í land til að verða sem fljótastur í förum ef róðrarhraði hans er 4 km/klst en gönguhraðinn er 5 km/klst? Svar: 3 km frá búðunum. 

58. sleppt

59. Byrðin w er fest við stöng sem er á föstu með annan endann en lyft með aflinu F í hinum endanum. Byrðin er a sm frá fasta endanum. Þyngd stangarinnar er v gr á hvern sm. Hversu langa skal hafa stöngina til þess að halda F sem minnstu? 
Svar: 
[image: image56.wmf]v

aw

2

 sm.

60. Óþekkt efni var mælt n sinnum og niðurstöðurnar urðu: 
[image: image57.wmf]n
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. Reiknaðu að summa kvaðrata frávikanna 
[image: image58.wmf](
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[image: image59.wmf].
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61. Vökvi fer um skurð. Snertingin við veggi skurðarins dregur úr rennslihraðanum. Reiknaðu að besta lögun opins skurðar, sem í þverskurði er rétthyrndur með tilteknu flatarmáli A, er þegar breidd hans er tvöld hæðin. 

Reiknaðu vendipunkta (núllstöðvar í f’’(x)) og segðu til um á hvaða bilum fallið er convex (með vaxandi hallatölu) og hvar concav (með minnkandi hallatölu). 
62. 
[image: image60.wmf].
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 Svar: Vendipunktur í (0,0). Convex þegar x < 0 og concav þegar x > 0.

63. 
[image: image61.wmf].
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Svar: Convex alls staðar. 

64. 
[image: image62.wmf].
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  Svar: Vendipunktur þegar x = 1.

65. 
[image: image63.wmf](
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  Svar: Vendipunktur í x = b.

66. 
[image: image64.wmf].
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  Svar: Concav alls staðar.

67. 
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  Svar: Vendipunktar í 
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68. 
[image: image67.wmf].

tan

x

y

=

  Svar: Vendipunktar í 
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69. 
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  Svar: Vendipunktur í x = 2.

70. 
[image: image70.wmf].
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   Svar: Vendipunktur í x = b.

71. 
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  Engir vendipunktar. 

Reiknaðu jöfnur aðfellnanna við föllin:
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  Svar: Aðfellurnar eru 
[image: image73.wmf].
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  Svar:  Aðfellurnar eru 
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   Svar: Aðfellurnar eru 
[image: image77.wmf].
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  Svar: Aðfellurnar eru 
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76. 
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  Svar: Aðfellan er 
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Kannaðu eftirfarandi föll og teiknaðu grafið. Við könnun falls eru eftirgreind atriði reiknuð:

1. formengi, banngildi,

2. hvers vegna er fallið - eða er ekki - oddafall eða slétt fall?

3. reikna núllstöðvar í f(x), 

4. formerkisathugun á f(x) leiðir í ljós hvar f(x) er pósitíf og hvar negatíf, 

5. reikna f’(x) og núllstöðvar í f’(x), 

6. formerkisathugun á f’(x) (leiðir í ljós hvar f(x) er vaxandi og hvar minnkandi og hvar eru hápunktar og lágpunktar, 

7. reikna f’’(x) og núllstöðvar í f’’(x), 

8. formerkisathugun á f’’(x) leiðir í ljós hvernig beygjur og beygjuskil fallsins eru,

9. skurðpunktur við y-ás, 

10. ef um sérstakt bil er að ræða: hnit punktanna í endum bilsins, 

11. reikna hnit nokkurra stýripunkta og teikna graf fallsins, 

12. reikna hæsta og lægsta gildi fallsins og varpmengið.  
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Dæmin 104 -107  eru parametra-dæmi:
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Aukadæmi

Reiknaðu jöfnur aðfellnanna:
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Kannaðu eftirgreind föll:
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