Tímadæmi - 02 - Yfirlitsdæmi  í STÆ-3003
Könnun falla

GÓP - Yfirlitsdæmi um könnun falla í áfanganum STÆ-3003 í Tækniskóla Íslands


Lausn á dæmi 4:

Kannaðu fallið 
[image: image1.wmf].
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1. formengi, banngildi,

Banngildi er ekkert. Formengið er allt rauntölumengið.


2. hvers vegna er fallið - eða er ekki - oddafall eða slétt fall?

Um slétt fall gildir að f(x) = f(-x). 
Um þetta fall gildir: 
[image: image2.wmf](
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sem merkir að þetta er ekki slétt fall.

Um oddafall gildir að f(x) = - f(-x).
Um þetta fall gildir: 
[image: image3.wmf](
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sem merkir að þetta er ekki oddafall.


3. reikna núllstöðvar í f(x).
Ljóst er að það eru að minnsta kosti tvær núllstöðvar í f(x). Þetta sést á því að þegar x stefnir á plús eða mínus óendanlegt stefnir f(x) á plús óendanlegt og jafnframt sést að f(0) = - 4. Ferill fallsins hlýtur því að fara upp í gegnum x-ásinn bæði vinstra og hægra megin við y-ásinn.  

Er til ræð lausn? 
Ef til er ræð lausn - sem hér verður kölluð lausnin x = p/q þar sem p og q eru heilar tölur - má deila í f(x) með (x - p/q) og sú deiling gengur upp. Köllum útkomuna s(x) og skrifum hana svona: s(x) = a.x3 + b.x2 + c.x + d og þá gildir að f(x) = s(x) . (x - p/q) =  (a.x3 + b.x2 + c.x + d) . (x - p/q) sem má umskrifa - með því að taka 1/q út fyrir seinni svigann og þá er útlitið svona: 
f(x) =  1/q .(a.x3 + b.x2 + c.x + d) . (q.x - p). 
Þegar við svo framkvæmum þessa margföldun fáum við stæðu þar sem liðurinn með x í fjórða veldi verður aq.x4 en liðurinn með engu x-i verður -p.d.  Þetta merkir að þegar við skrifum f(x) þannig að allir stuðlar hennar séu heiltölur - þ.e.:
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eru aðeins fáar ræðar tölur sem koma til greina sem lausnir. Við getum talið þær upp. Þær eru af gerðinni p/q og talan p hlýtur að ganga upp í tölunni 8 og talan q hlýtur að ganga upp í tölunni 1 sem er stuðullinn við x4. Einu tölurnar sem ganga upp í 8 eru 
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og þar sem q getur aðeins verið plús og mínus 1 eru þetta jafnframt einu ræðu tölurnar sem gætu verið lausnir.  Þegar við prófum þær með því að reikna hvort f(-1), f(-2), ..., f(8) er núll komumst við að raun um að engin þessara talna er núllstöð. Það merkir að ekki eru til ræðar núllstöðvar. 

Eru til óræðar núllstöðvar? 
Svarið við því er já. Þegar um annars stigs margliðu er að ræða er hakkavelin notuð. Þegar stig margliðunnar er hærra en 2 er ein leið sú að finna með prófunum gildi sem er pósitíft og annað sem er negatíft, stytta svo bilið milla slíkra gilda uns bilið milli þeirra er orðið viðunandi stutt - til dæmis 0,0001 ef óskað er eftir núllstöð með fjögurra aukastafa nákvæmni. 

Getur fjórða stigs margliða haft aðeins tvær núllstöðvar?
Svarið við því er já. Hún getur einnig haft enga núllstöð eins og t.d. f(x) = x4 + 1. Þegar unnt er að þætta fjórða stigs margliðu sem hefur tvær núllstöðvar lítur þáttunin út á þessa leið:
f(x) = s(x) * (x - rót1) * (x - rót2) og margliðan s(x) er þá annars stigs margliða sem ekki hefur núllstöð - eins og t.d. s(x) = x2 + 1. 

Athugun á f’(x) og á f’’(x) hjálpar okkur að ákveða hversu margar núllstöðvarnar eru. Við látum því frekari leit að núllstöðvum bíða þangað til þær athuganir hafa farið fram.  


4. formerkisathugun á f(x) - sjá lið 9

5. reikna f’(x) og núllstöðvar í f’(x), 
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Með því að nota aðferðina sem nefnd er hér að framan í 3. lið til að leita ræðra lausna af gerðinni p/q sést að p þarf að ganga upp í aftasta liðnum og hlýtur því að vera 1 en q þarf að ganga upp í stuðlinum 2 og hlýtur því að vera plús eða mínus einn eða tveir. Þær tölur sem koma til greina eru því plús eða mínus 1 eða ½. Við prófum að reikna f(-1) og fáum að f(-1) = 0. Þá vitum við að við getum deilt í f(x) með stærðinni (x - (-1)) sem einfaldara er að skrifa (x + 1). Þá getum við þáttað f’(x) svona:
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 Þegar við skoðum annars stigs margliðuna á sama hátt sjáum við að einnig hún yrði núll ef x = - 1 svo að við getum líka deilt í hana með stærðinni (x + 1) og  þá fullþáttum við f’(x) svona:
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með núllstöðvarnar: x = - 1 sem er tvöföld núllstöð og x = ½ . 
Athugaðu að þar sem x = -1 er tvöföld núllstöð skiptir f’(x) ekki um formerki í x = -1. Þar er því hvorki hápunktur né lágpunktur - heldur sætispunktur. 
Það merkir að snertill til ferilsins er láréttur í punktunum: 
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sem þægilegra er að rita með námunduðu tugabroti: 
[image: image10.wmf](
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6.  formerkisathugun á f’(x) (leiðir í ljós hvar f(x) er vaxandi og hvar minnkandi og eðli útpunktanna, 




|  +  +  +  +  +  +
Formerki á f’(x): ---------------------- - 1 -------------------- 0 -------- ½ ------------------------->  x-ás

-  -  -  -  -  -  -  -   -   |   -   -   -   -   -   -   -   -   -   -
|
og halla snertla má þá lýsa svona:
Formerki á f(‘x): ): --\--\---\---\--\---\- 1 \---\---\--\-\--\--\---\---\---\  ½  /--/--/--/--/--/--/>  x-ás
sem sýnir sætispunkt í x = -1 og lágpunkt í x = ½. 

7. reikna f’’(x) og núllstöðvar í f’’(x), 


[image: image11.wmf])
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með núllstöðvunum x = -1 og x = 0. 



8. formerkisathugun á f’’(x) leiðir í ljós hvernig beygjur og beygjuskil fallsins eru,


+   +  +  +  +  +  +  +  + |
|  +  +  +  +  +  +  +
Formerki á f’’(x): -------------------------- -1 ----------------------  0  --------------------->  x-ás


| -  -  -  -  -  -  -  -  -   |
sem sýnir að bratti snertilsins, þ.e. hallatala hans, fer vaxandi á bilinu frá mínus óendanlegu upp að -1 en þá snýst það við og hallatalan fer að minnka og minnkar æ meir uns x verður 0. Eftir það vex hallatalan sífellt á öllu bilinu að plús óendanlegu. Það eru tveir vendipunktar. Annar í sætispunktinum (-1 ; -3,5) og  hins vegar í punktinum (0 , -4). 



9. Við notum athugun okkar á f’(x) og f’’(x) til að draga ályktum um fjölda núllstöðva í f(x). Við íhugum háttalag snertils þegar graf kemur niður að x-ási, fer í gegnum hann, snýr svo við í lágpunkti og fer aftur upp og í gegnum x-ásinn. Í lágpunktinum skiptir f(x) um formerki. Á niðurleið grafsins er formerkið negatíft en þegar grafið leggur af stað upp aftur verður f’(x) pósitífur. Ef núllstöðvar eru tvær er nóg að f’(x) skipti einu sinni um formerki. Ef núllstöðvar eru þrjár hlýtur f’(x) að skipta tvisvar um formerki og ef núllstöðvar eru fjórar hlýtur f’(x) að skipta þrisvar um formerki. Í þessu falli er einn sætispunktur þar sem f’(x) skiptir ekki um formerki. Afleiðan skiptir aðeins einu sinni um formerki. Það gerist í eina lágpunktinum sem er á fallinu. Af þessu leiðir að einungis geta verið tvær núllstöðvar. Við leitum þeirra.
Önnur núllstöðin er neðan við x = 0. Við leitum hennar með því að reikna gildi og látum okkur nægja að ákveða hana með einum aukastaf - svona:

x
f(x)
-3
f(-3) = 12,5
-2,3
f(-2,3) = 0,1
-2,27
f(-2,29) = 0,0
-2,25
f(-2,25) = -0,3
-2,2
f(-2,2) = -0,7
-2
f(-2) = -2

niðurstaðan er sú að núllstöð er í (-2,3 ; 0)

Hin húllstöðin er ofan við x = 0 og við leitum hennar á sama hátt:

x
f(x)
1
f(1) = -3,5
1,4
f(1,4) = -0,7
1,46
f(1,46) = -0,08
1,47
f(1,47) = 0,04
1,5
f(1,5) = 0,4
2
f(2) = 10

niðurstaðan verður (með einum aukastaf) að núllstöðin er í (1,5 ; 0)

Nú framkvæmum við formerkisathugun á f(x) og sjáum hvar fallið er pósitíft og hvar negatíft. 


|  +  +  +  + +  +  |

|  +  +  +  +
Formerki á f(x): ----------------  - 2,3 ---------------------------------------- 1,5 ----->  x-ás
                             
|-   -   -   -   -  -  -   -   -   -   -   -   -  -  |


10. skurðpunktur við y-ás,  er í punktinum (0, -4).


11. ef um sérstakt bil er að ræða: hnit punktanna í endum bilsins. 
Hér er ekki verið að skoða afmarkað bil svo að þessi athugun á ekki við hér.



12. reikna hnit nokkurra stýripunkta og teikna graf fallsins, 


[image: image12.wmf]y=0,5*x^4+x^3-x-4
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13. reikna hæsta og lægsta gildi fallsins og varpmengið.  

Þegar x vex upp úr - eða niður úr öllu valdi stefnir f(x) á plús óendanlegt.
Lægsta gildið sem f(x) getur tekið er í lágpunktinum 
[image: image13.wmf].
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Varpmengið er því: 
[image: image14.wmf]¥
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Öll svör þarf að rökstyðja með útreikningum og vísunum í reiknireglur!
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