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	Leiðbeiningatexti frá kennara: 

Athugaðu að öll svör þarf að rökstyðja og að það er rökstuðningurinn sem er metinn.  Með rökstuðningi er átt við  útreikninga, skýringar og vísanir í reglur og útleiðslur kennslubókarinnar eftir því sem við á hverju sinni. 

Settu útreikninga skýrt og skipulega upp og auðkenndu greinilega þær verkefnalausnir sem þú ert að skila - svo að jafnvel kennarinn geti ekki villst á þeim. 

Í hverju dæmi er allir liðir jafngildir. 

Notaðu mótlægar bakhliðar prófblaðanna undir útreikninga og rökstuðning.

Merktu öll aukablöð sem þú færð og númeraðu þau. Þá er auðvelt að vísa til þeirra.

Prófið gildir til 80% einkunnar og vinnueinkunn á önninni gildir 20%.


	Nemandi :
	

	Kennitala :
	


1 (4%)

Reiknaðu x úr jöfnunni: 
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2 (24%) 

Tiltekið er fallið
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(1-4%) Hvert er formengi fallsins? Hvert er varpmengi fallsins? Ef fallið hefur aðfellur skaltu skrifa jöfnur þeirra en ef það hefur ekki aðfellur skaltu segja hvers vegna svo er. Hvers vegna er fallið - eða er ekki - oddafall eða slétt fall?

Þú skalt rannsaka þetta fall 
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 þegar 
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  með þessum hætti:

(2-4%) Afleiða fallsins er f’(x) = 2 + x - x2. 

Reiknaðu þau gildi á x þar sem f’(x) = 0. Reiknaðu hnit punktanna á ferlinum í þessum x-gildum. Hvenær er f’(x) > 0 og hvenær er f’(x) < 0 ? Hvað er að gerast í ferli fallsins þegar f’(x) verður 0 ?

(3-4%) Reiknaðu hnit punktanna þar sem ferillinn fer í gegnum ása hnitakerfisins. Helst (4 stig) skaltu reikna nákvæmlega gildin á x í skurðpunktunum - ef það tekst ekki skaltu reyna að námunda rétta x-gildið (3 stig) með tveimur aukastöfum - ef það gengur ekki þá skaltu giska á skurðpunktana með teikningu þegar þú rissar upp grafið (1 stig).

(4-4%) Reiknaðu hnit punktanna í endum bilsins og teiknaðu svo graf fallsins á bilinu. Auðkenndu alla punkta sem þú hefur reiknað sérstaklega og skrifaðu hnit þeirra við. Hvert er varpmengið? Önnur afleiðan er f’’(x) = 1 - 2x. Reiknaðu það x-gildi sem gerir f’’(x) = 0. Reiknaðu hnit punktsins og merktu hann inn á grafið. Hvenær er f’’(x) > 0 og hvenær er f’’(x) < 0 ? Hvað er að gerast í ferli fallsins þegar f’’(x) skiptir um formerki eða verður 0?


 (5-4%) Reiknaðu jöfnu snertils við ferilinn í punktinum þar sem f’’(x) = 0. Teiknaðu snertilinn inn á myndina og skrifaðu jöfnu hans við hann. 

(6-4%) Hversu hátt þarf að lyfta ferli fallsins til að lágpunkturinn sitji á x-ásnum? Hvernig (til hægri eða vinstri - og hversu langt) þarf að hreyfa feril fallsins til að lágpunkturinn sé á y-ásnum? Skrifaðu jöfnu fallsins eftir að því hefur verið hliðrað upp og til hliðar þannig að lægsti punktur þess er kominn í upphafspunkt hnitakerfisins (0,0).

3 (20%) 

Reiknaðu markgildin ef þau eru til:

a)
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4 (24%) 

Reiknaðu afleiðurnar. Gefin eru 2% fyrir hverja grófreiknaða afleiðu og 2% fyrir einföldun svarsins:

a) 
[image: image11.wmf]2

3

2

1

)

(

x

x

x

f

+

+

=


b) 
[image: image12.wmf]x

x

x

f

2

2

cos

sin

)

(

+

=


c) 
[image: image13.wmf]x

x

x

f

sin

)

(

=

 

d) 
[image: image14.wmf])

2

cos(

)

sin(

)

(

x

x

x

f

×

=


 e) 
[image: image15.wmf])

cos(

)

sin(

)

2

sin(

)

(

x

x

x

x

f

×

=


f) 
[image: image16.wmf]))

1

x

sin(cos(

f(x)

2

x

+

=




5 (8%)

a) Notaðu meðal annars samlagningarformúlur hornafalla, þ.e. reglurnar um cos(A+B) og sin(A+B), til að umrita stærðina cos(3x) og reikna þannig hvort rétt er að rita: cos(3x) = 4 cos3x - 3 cos x

b) Tiltekið er formengið 
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Lausnir
6 (4%)

Reiknaðu x úr jöfnunni: 
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Lausn: Til einföldunar skiptum við á breytu og köllum t = ex
(A) lítur þá svona út: t + 6/t = 5 

sem umritast í t2 - 5t + 6 = 0. Einnig má þátta stæðuna í (t - 2) (t - 3) = 0

Þetta er annars stigs jafna sem hefur lausnirnar: t = 2 og t = 3.

Þar sem t = ex jafngildir þetta því að lausnirnar séu ex = 2 og ex  = 3

(1) Þegar ex = 2 er ex = eln2 sem gefur x = ln 2

(2) Þegar ex = 3 fæst á sama hátt x = ln 3.
Lausnir: 
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7 (24%) 

Tiltekið er fallið
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(1-4%) Hvert er formengi fallsins? Hvert er varpmengi fallsins? Ef fallið hefur aðfellur skaltu skrifa jöfnur þeirra en ef það hefur ekki aðfellur skaltu segja hvers vegna svo er. Hvers vegna er fallið - eða er ekki - oddafall eða slétt fall?


Formengi fallsins er: 
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Varpmengi fallsins er: 
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Aðfellur fallsins eru engar þar sem ekki eru nein banngildi og þegar x vex í pósitífa eða negatífa átt nálgast ferillinn útlit fallsins y = -x3 en ekki beina línu.


Fallið er / er ekki oddafall vegna þess að ekki gildir almennt að f(-x) =-f(x)


Fallið er / er ekki slétt fall vegna þess að ekki gildir almennt að f(-x) = f(x)

Þú skalt rannsaka þetta fall 
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 þegar 
[image: image25.wmf][

]

3

,

3

-

Î

x

  með þessum hætti:

 (2-4%) Afleiða fallsins er f’(x) = 2 + x - x2. 

Reiknaðu þau gildi á x þar sem f’(x) = 0. Reiknaðu hnit punktanna á ferlinum í þessum x-gildum. Hvenær er f’(x) > 0 og hvenær er f’(x) < 0 ? Hvað er að gerast í ferli fallsins þegar f’(x) verður 0 ?

Afleiðuna má umrita svona: f’(x) = (x + 1) ( 2 - x) - eða leysa annars stigs jöfnuna: x2 - x - 2 = 0


f’(x) = 0 þegar gildið á x er: x = -1 eða x = 2 


Punktarnir þar sem f’(x) = 0 eru: L(-1, -7/6) =(-1 ; -1,67) og H(2,10/3) = (2 ; 3,38). 

x >>>
-3
-1
0
2
3

f’(x) >
- - - - - negatíf - - - -
0
+ + + + + + + + pósitíf + + + + + + + + +
0
- - - negatíf - - -

f’(x) > 0 þegar fallið er vaxandi/hækkandi eins og það er á bilinu 
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f’(x) < 0 þegar fallið er minnkandi/lækkandi eins og það er á bilinu 
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f’(x) = 0 þegar hvorki hækkar né lækkar - þ.e. þegar snertill við fallið er láréttur. Þar er þá annað hvort svæðisbundinn hápunktur, lágpunktur eða sætispuntkur. 

(3-4%) Reiknaðu hnit punktanna þar sem ferillinn fer í gegnum ása hnitakerfisins. Helst (4 stig) skaltu reikna nákvæmlega gildin á x í skurðpunktunum - ef það tekst ekki skaltu reyna að námunda rétta x-gildið (3 stig) með tveimur aukastöfum - ef það gengur ekki þá skaltu giska á skurðpunktana með teikningu þegar þú rissar upp grafið (1 stig).

Fjöldi skurðpunkta við ása hnitakerfisins er: 2 á þessu formengi, R1 og O = Origo, en auk þess sá þriðji, R2, utan formengisins. Hér er aðeins beðið um þá tvo sem eru innan formengisins. 

Hnit punktanna R1 og O (og R2) eru nákvæmlega þessi: 
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(4-4%) Reiknaðu hnit punktanna í endum bilsins og teiknaðu svo graf fallsins á bilinu. Auðkenndu alla punkta sem þú hefur reiknað sérstaklega og skrifaðu hnit þeirra við. Hvert er varpmengið? Önnur afleiðan er f’’(x) = 1 - 2x. Reiknaðu það x-gildi sem gerir f’’(x) = 0. Reiknaðu hnit punktsins og merktu hann inn á grafið. Hvenær er f’’(x) > 0 og hvenær er f’’(x) < 0 ? Hvað er að gerast í ferli fallsins þegar f’’(x) skiptir um formerki eða verður 0?

Hnit punktanna A og B í endum bilsins eru: A(-3 ; 7,5) og B(3 ; 1,5)

Varpmengið er: 
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f’’(x) > 0 þegar f’(x) fer vaxandi eins og hann gerir á bilinu 
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f’’(x) < 0 þegar f’(x) fer minnkandi eins og hann gerir á bilinu 
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f’’(x) = 0 þegar f’(x) hefur náð staðbundnu lágmarki eða hámarki eins og hér þegar x = 1/2 í punktinum V(1/2 , 13/12) = (0,5 ; 1,08). 

Í punktinum V vendist/snýst ferillinn þannig að hallatala snertilsins hættir að vaxa og fer síðan að lækka aftur. Sveigja ferilsins hættir að vera eins og þegar farið er niður í og upp úr gryfju og verður eins og þegar farið er upp á og yfir og niður af hæð.
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L  (-1 ; -7/6)

H  (2 ; 10/3)

<<  V (1/2 ; 13/12)

 (-3 ; 7,5)

 (3 ; 1,5)

Snertillinn y = 9x/4 - 1/24

Ferill fallsins y = f(x) = 2x + (x^2)/2 - (x^3)/3

á bilinu -3 <= x <= 3



 (5-4%) Reiknaðu jöfnu snertils við ferilinn í punktinum þar sem f’’(x) = 0. Teiknaðu snertilinn inn á myndina og skrifaðu jöfnu hans við hann. 

Jafna snertilsins er: 
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og skráð í tugabrotum: 
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(6-4%) Hversu hátt þarf að lyfta ferli fallsins til að lágpunkturinn sitji á x-ásnum? Hvernig (til hægri eða vinstri - og hversu langt) þarf að hreyfa feril fallsins til að lágpunkturinn sé á y-ásnum? Skrifaðu jöfnu fallsins eftir að því hefur verið hliðrað upp og til hliðar þannig að lægsti punktur þess er kominn í upphafspunkt hnitakerfisins (0,0).

Til að ferill fallsins setjist á x-ásinn þarf að lyfta því um 7/6

Til að ferill fallsins færist þannig að lægsti punktur þess 

falli í (0,0) þarf að færa það til hægri um 1

Til aðgreiningar kalla ég nýja fallið g(x) og fæ eftir færsluna: g(x) = f(x-1) + 7/6 eða
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Hér er ekki beðið um meira - en til frekari glöggvunar er hér nefnt að g’(x) = x(3 - x) með núllstöðvum í x = 0 og x = 3 þar sem lágpunktur verður í punktinum O(0,0) eins og að var stefnt og hápunktur í (3, 9/2).  

8 (20%) 

Reiknaðu markgildin ef þau eru til:

a)
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 EMBED Equation.3  [image: image38.wmf]1
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b)
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c)
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d)
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e)
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9 (24%) 

Reiknaðu afleiðurnar. Gefin eru 2% fyrir hverja grófreiknaða afleiðu og 2% fyrir einföldun svarsins:

a) 
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f’(x) = 2+6x
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f’(x) = 0
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f’(x) = sinx + x . cosx
d)
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f’(x) = cos(x) . cos(2x) + sin(x) . (-sin(2x)). 2


sem einfaldast í f’(x) = cos(x) cos(2x) - 2 sin(x) sin(2x)

e) 
[image: image51.wmf])

cos(

)

sin(

)

2

sin(

)

(

x

x

x

x

f

×

=


f’(x) = 0
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f’(x) = 
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sem einfaldast í 
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10 (8%)

a) Notaðu meðal annars samlagningarformúlur hornafalla, þ.e. reglurnar um cos(A+B) og sin(A+B), til að umrita stærðina cos(3x) og reikna þannig hvort rétt er að rita:

V = cos(3x) = 4 cos3x - 3 cos x = H
Sýna skal að Vinstri hlið stæðunnar sé jöfn Hægri hlið - þ.e. að V = H
Lausn:

V = cos(3x) = cos(x+2x) = cos(x)cos(2x) - sin(x)sin(2x) 

= cos(x) . [cos2x - sin2x] - sin(x) . [2sin(x)cos(x)]

= cos(x) . [cos2x - (1 - cos2x)] - 2sin2(x) cos(x)

= cos(x) . [2cos2x - 1] - 2[1 - cos2(x)] cos(x)

= 2 cos3(x) - cos(x) - 2 cos(x) + 2cos3(x)

= 4 cos3(x) - 3 cos(x) = H

Niðurstaða: V = H.

b) Tiltekið er formengið 
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Ein aðferð:

Skoða fallið f(x) = sinx - cos 2x á bilinu sem til er tekið og athuga hvort - og þá hvenær það er < 0 sem merkir að ferill þess liggur neðan við x-ásinn.

Núllstöðvar fást þegar sin x - cos 2x = 0 en þessa jöfnu má umrita í:

sin x - (cos2x - sin2x) = sin x - (1 - 2 sin2x) = 2 sin2x + sin x - 1 = 0

Það einfaldar útreikningana að kalla sin x = t og skrifa jöfnuna svona:

2t2 + t - 1 = 0 og leysa þessa annars stigs jöfnu.

Lausnirnar verða t = ½ og t = -1. Við setjum nú inn sin x í stað t og fáum:

sin x = ½ sem gefur x = pí/6 + 2p*pí og x = 5pí/6 + 2p*pí og sin x = -1 sem gefur x = - pí/2 + 2p*pí.

Af þessum núllstöðvum eru aðeins tvær á því bili sem við erum að skoða - þ.e. frá x = 0 til x = pí. Það eru gildin x = pí/6 og x = 5pí/6. 

Skoðum x-ásinn á bilinu:

x-ás:
 0
pí/6
pí/2
5pi/6
pí

f(x): 
 -1
0
a

0
-1

Ljóst er
 að f(x) = sin x - cos 2x <= 0 þegar 0 <= x <= pí/6 og þegar 5pí/6 <= x <= pí.

Spurningin er hvernig formerkinu er háttað á bilinu þar sem a er merkt. Ljóst er að ef eitt gildi á því bili er pósitíft hljóta öll gildin að vera pósitíf - og ef eitt gildi finnst negatíft hljóta öll hin líka að vera negatíf. Það er vegna þess að ef á bilinu fyndust bæði pósitíf og negatíf gildi segir meðalgildisreglan að á milli þeirra hljóti að finnast núllstöð - en við höfum gengið úr skugga um að ekki eru fleiri núllstöðvar en þær sem við höfum merkt inn. Við látum því duga að finna eitthvert - þægilegt - gildi á bilinu. 

F(pí/2) = sin(pí/2) - cos(2*pí/2) = sin(pí/2) - cos(pí) = 1-(-1) = 2 sem er stærra en núll. Það eru því ekki fleiri x á bilinu sem gera misjöfnuna rétta. 

Svarið er: 

Misjafnan er rétt þegar þegar 0 <= x <= pí/6 og þegar 5pí/6 <= x <= pí

þ.e. þegar
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� Meðalgildisreglan segir að ef eitthvert gildi á bilinu 0<=x<=pí/6 er pósitíft þá hljóti að vera amk ein núllstöð vinstra megin við það gildi vegna þess að þeim megin er að finna negatíft gildi og samfellt fall hljóti að taka öll gildi milli tveggja punkta. (Reyndu að tengja saman með blýanti einn punkt neðan við x-ásinn og annan ofan við x-ásinn án þess að láta tengistrikið fara í gegnum x-ásinn!) Það mundi merkja núllstöð á bili sem við þegar höfum reiknað út að hefur ekki núllstöð. Þess vegna er þar engin núllstöð og þess vegna eru einungis negatíf gildi á því bili. 
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